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Question de cours.
1. Caractériser par la dimension le fait que deux sous-espaces vectoriels soient égaux.
2. Démontrer que la série de Riemann d’exposant α = 2 converge.

Exercice 1. Soit F =
ß

(x, y, z, t) ∈ R4
∣∣∣∣ x + y + z = 0

2x − y + 2z + t = 0

™
et G =

{
(x, y, z, t) ∈ R4 ∣∣ x + y − 2z + 3t = 0

}
.

1. Déterminer la dimension de F puis celle de F + G.
2. Vérifier que (1, 1, −2, 3) ∈ F ∩ G. En déduire F ∩ G.

Exercice 2. (Règle de D’Alembert) Soit (un)n∈N ∈
(
R∗

+
)N. On suppose que un+1

un
converge et on note ℓ sa limite.

1. Montrer que si ℓ < 1, alors
∑

n∈N un converge.
2. Montrer que si ℓ > 1, alors

∑
n∈N un diverge.

3. Que peut-on dire si ℓ = 1 ?
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Question de cours.
1. Définir la divergence grossière. Si la série converge, que dire de son terme général ? Donner un contre-exemple

à la réciproque.

2. Déterminer un supplémentaire dans M2 (R) de F =
ß

M ∈ M2 (R)
∣∣∣∣ Å1 1

1 1

ã
M = O2

™
.

Exercice 1. Dans R3[X], on considère F = {P ∈ R[X] | P (0) = P (1) = 0} et G = Vect
(
X2 + X, X3 + 1

)
. Montrer

que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3[X] puis montrer que ces espaces sont supplémentaires.

Exercice 2. Montrer que la série de terme général un = 2n−1
n3−4n converge puis calculer sa somme totale.
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Question de cours.
1. Enoncer le théorème de la base incomplète.
2. Démontrer que la série exponentielle converge.

Exercice 1. Soit x ∈
]
0; π

2
[
. On pose pour tout n ⩾ 1, un = ln

(
cos

(
x

2n

))
.

1. Montrer que
∑
n∈N

un converge.

2. En utilisant la formule sin (2a) = . . . calculer la somme totale de la série.

Exercice 2. Soit n ∈ N∗. On pose F = {P ∈ R2n[X] | P (−X) = P (X)} et G =
{

XP
(
X2) ∣∣ P ∈ Rn−1[X]

}
.

1. Montrer que F est un espace vectoriel.
2. Montrer que F ⊕ G.
3. Déterminer une base de F puis de G.
4. Montrer que F ⊕ G = R2n[X].

2


